
 

第9讲 微分方程 

9.1 微分方程的基本概念 

来看一个最简单的微分方程： 
𝑦𝑦′ = 𝑥𝑥 

则可以得到： 

𝑦𝑦 =
𝑥𝑥2

2
+ 𝐶𝐶 

这就是微分方程的解。需要注意到三个方面： 
（1）微分方程最大的特点就是方程中含有导数项； 
（2）求解微分方程，并非是要给𝑦𝑦, 𝑥𝑥以确定的数值，而是解出𝑦𝑦, 𝑥𝑥之间的关系式； 
（3）微分方程的解并非是唯一的，需要加入一个未定参数𝐶𝐶. 
如果微分方程改变条件： 

𝑦𝑦′ = 𝑥𝑥  (𝑥𝑥 = 0,𝑦𝑦 = 1) 
得到对应的解就变成唯一的： 

𝑦𝑦 =
𝑥𝑥2

2
+ 1 

由此，我们管“𝑥𝑥 = 0,𝑦𝑦 = 1”叫做这个微分方程的定解条件，对应的解分为“通解”和“特解”，顾

名思义，就是针对微分方程本身的通用的解，以及针对特定条件所确定的唯一的解： 

通解：𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2

2
+ 𝐶𝐶 

特解：𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2

2
+ 1 

 

一辆小车从原地静止开始加速，其速度随时间的变化规律是𝑣𝑣 = 4𝑡𝑡，请写出其位移𝑥𝑥关于时间的表达

式。 
根据题目可列出下列方程： 

d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

= 4𝑡𝑡 (𝑡𝑡 = 0, 𝑥𝑥 = 0) 

解得该方程为： 
𝑥𝑥 = 2𝑡𝑡2 

 
再看这样一个微分方程： 

𝑦𝑦′′ = 𝑥𝑥 
也不难得出： 

𝑦𝑦′ =
𝑥𝑥2

2
+ 𝐶𝐶1 

进而： 

𝑦𝑦 =
𝑥𝑥3

6
+ 𝐶𝐶1𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2 

这里的方程与上述微分方程不同的是，出现了二阶导数。微分方程是有“阶数”之分的，方程中出现

的最高阶导数为 2 阶，则被称之为二阶微分方程。我们的主要研究对象就是一阶和二阶的微分方程。



而且二阶微分方程求得的通解中，会有两个未定参数𝐶𝐶1和𝐶𝐶2. 同理，三阶微分方程就会有 3 个未定参

数。 
 
微分方程可以帮助我们解决什么问题： 
（1）水温冷却： 

 
已知物体传热的速率与温差成正比例。假设室温为 25℃，一杯水在𝑡𝑡 = 0时温度𝑇𝑇 = 70°C，那么则可

以建立下面的方程： 
d𝑇𝑇
d𝑡𝑡

= −𝑘𝑘(𝑇𝑇 − 25) 

假设其中的𝑘𝑘 = 0.2，那么请写出水温随时间变化的函数关系。 
（2）阻尼运动： 

 
物体在空中下落时，主要受到重力和空气阻力的作用，重力大小为𝑚𝑚𝑚𝑚，假设空气阻力大小与速度成

正比例𝑓𝑓阻 = −𝑘𝑘𝑘𝑘，则可以写出下列微分方程： 

d2𝑥𝑥
d𝑡𝑡2

= 𝑔𝑔 −
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑣𝑣 = 𝑔𝑔 −

𝑘𝑘
𝑚𝑚

d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

 

那么如何写出物体的下落高度与时间的关系呢？ 
（3）弹簧的简谐运动： 

 
一个质量为𝑚𝑚的物块在弹簧一端，弹簧另一端固定在壁面上，弹簧质量不计，不考虑摩擦力，弹性系

数为𝑘𝑘，那么物体的位移随时间的方程，可以写为下列微分方程： 
d2𝑥𝑥
d𝑡𝑡2

= −
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑥𝑥 

那么物块的位移是怎样变化的？ 
 



9.2 一阶微分方程 

最为直接的求解方法：分离变量法 

求解微分方程：𝑦𝑦′ = 2𝑥𝑥𝑥𝑥. 

解：第一步：将题目中的𝑦𝑦′写为
d𝑦𝑦
d𝑥𝑥
： 

d𝑦𝑦
d𝑥𝑥

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥 

第二步：将变量𝑦𝑦、𝑥𝑥分离到等号两侧：  
d𝑦𝑦
𝑦𝑦

= 2𝑥𝑥d𝑥𝑥 

第三步：左右两侧求不定积分： 

∫
1
𝑦𝑦

d𝑦𝑦 = ∫ 2𝑥𝑥d𝑥𝑥 

ln|𝑦𝑦| = 𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶，化简整理：𝑦𝑦 = 𝐶𝐶e𝑥𝑥2 

注意：将解写成ln𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶、𝑦𝑦 = e𝑐𝑐e𝑥𝑥2都不正确，都不符合原有的𝑦𝑦的取值范围。 

对于 𝑦𝑦′ = 𝑝𝑝(𝑥𝑥) ⋅ 𝑦𝑦 这种类型的微分方程，基于分离变量法，它的通解表达式为： 

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 
 

已知曲线𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)过点(0,−1
2
)，且其上任意一点(𝑥𝑥,𝑦𝑦)的切线斜率为𝑥𝑥 ⋅ ln(1 + 𝑥𝑥2)，求曲线方程。 

d𝑦𝑦 = 𝑥𝑥ln(1 + 𝑥𝑥2)d𝑥𝑥 

𝑦𝑦 = ∫ 𝑥𝑥ln(1 + 𝑥𝑥2)d𝑥𝑥 =
1
2
� ln(1 + 𝑥𝑥2)d(1 + 𝑥𝑥2)

 

 
 

𝑦𝑦 =
1
2

(1 + 𝑥𝑥2)[ln(1 + 𝑥𝑥2) − 1] + 𝐶𝐶 

根据𝑥𝑥 = 0,𝑦𝑦 = −1
2
代入可得：𝐶𝐶 = 0，于是： 

𝑦𝑦 =
1
2

(1 + 𝑥𝑥2)[ln(1 + 𝑥𝑥2) − 1] 

 

连续函数𝑓𝑓(𝑥𝑥)满足关系式𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡
2
)d𝑡𝑡2𝑥𝑥

0 + ln 2，请写出𝑓𝑓(𝑥𝑥)的表达式。 

对题目给出的关系式，左右两侧对𝑥𝑥求导数： 
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

解得： 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶e2𝑥𝑥 

由于𝑓𝑓(0) = ln 2，则𝐶𝐶 = ln 2，所以 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = e2𝑥𝑥 ln 2 

 

设𝑓𝑓(𝑥𝑥)为定义在[0, +∞)上的单调连续的凹函数，曲线𝐶𝐶:𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)通过点(0,0)及(1,1)，在曲线𝐶𝐶上任取

一点𝑀𝑀(𝑥𝑥,𝑦𝑦)，设点𝑁𝑁(𝑥𝑥, 0)，点𝑂𝑂(0,0)，曲线𝐶𝐶与直线 MO 围成的图形的面积记为𝑆𝑆1，三角形 OMN 的

面积为𝑆𝑆2，已知𝑆𝑆1是𝑆𝑆2的
1
5
，试求𝑓𝑓(𝑥𝑥)表达式，以及曲线𝐶𝐶与直线 y=x 围成的图形绕 x 旋转一周的体积。 



列写方程：
𝑥𝑥𝑥𝑥
2
⋅ �1 − 1

5
� = ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)d𝑡𝑡𝑥𝑥

0 ，两侧求导为
2
5

(𝑥𝑥𝑥𝑥′ + 𝑦𝑦) = 𝑦𝑦，即𝑦𝑦′ = 3
2𝑥𝑥
𝑦𝑦 

解该微分方程，得𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥
3
2，代入(1,1)可知𝑦𝑦 = 𝑥𝑥

3
2 

旋转一周得体积为：𝑉𝑉 = ∫ (𝜋𝜋𝑥𝑥2 − 𝜋𝜋𝑥𝑥3)d𝑥𝑥1
0 = 𝜋𝜋

12
 

 
对于𝑦𝑦′ + 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 𝑞𝑞(𝑥𝑥)的方程，则对应的通解为： 

𝑦𝑦 = e−∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 
 �� e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 

 ⋅ 𝑞𝑞(𝑥𝑥)d𝑥𝑥
 

 
+ 𝐶𝐶� 

推理过程：原方程左右两侧同乘e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 
  

e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 
 𝑦𝑦′ + e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 

 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 𝑞𝑞(𝑥𝑥) 

�𝑦𝑦 ⋅ e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 
 �

′
=  e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 

 𝑞𝑞(𝑥𝑥) 

𝑦𝑦 ⋅ e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 
 = � e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 

 ⋅ 𝑞𝑞(𝑥𝑥)d𝑥𝑥
 

 
+ 𝐶𝐶 

𝑦𝑦 = e−∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 
 �� e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 

 ⋅ 𝑞𝑞(𝑥𝑥)d𝑥𝑥
 

 
+ 𝐶𝐶� 

求解微分方程𝑦𝑦′ + 𝑦𝑦 tan 𝑥𝑥 = cos 𝑥𝑥 
𝑝𝑝(𝑥𝑥) = tan 𝑥𝑥 , 𝑞𝑞(𝑥𝑥) = cos 𝑥𝑥，基于线性微分方程的公式可知： 

𝑦𝑦 = e−∫ tan𝑥𝑥d𝑥𝑥 �� e∫ tan𝑥𝑥d𝑥𝑥 ⋅ cos 𝑥𝑥 d𝑥𝑥
 

+ 𝐶𝐶� = cos 𝑥𝑥 ��
1

cos 𝑥𝑥
⋅ cos 𝑥𝑥 d𝑥𝑥

 
+ 𝐶𝐶� = cos 𝑥𝑥 (𝑥𝑥 + 𝐶𝐶) 

 

求解微分方程：(𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦2) d𝑦𝑦
d𝑥𝑥

+ 𝑦𝑦2 = 0 

此方程并非是关于𝑦𝑦的线性方程，但是我们通过观察发现式中的𝑥𝑥是线性的，则可以考虑把𝑥𝑥当作因变

量，把𝑦𝑦当作自变量，进行转化： 
d𝑥𝑥
d𝑦𝑦

+
1 − 2𝑦𝑦
𝑦𝑦2

𝑥𝑥 = 1 

进而： 

𝑥𝑥 = e
−∫ 1−2𝑦𝑦

𝑦𝑦2 d𝑦𝑦 �� e∫
1−2𝑦𝑦
𝑦𝑦2 d𝑦𝑦 ⋅ 1d𝑦𝑦

 
+ 𝐶𝐶� = 𝑦𝑦2 + 𝐶𝐶𝑦𝑦2e

1
𝑦𝑦 

 
伯努利方程（考研数学仅“数学一”涉及该内容）： 

𝑦𝑦′ + 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 𝑞𝑞(𝑥𝑥)𝑦𝑦𝑛𝑛 

设𝑢𝑢 = 𝑦𝑦1−𝑛𝑛，则
d𝑢𝑢
d𝑥𝑥

= (1 − 𝑛𝑛)𝑦𝑦−𝑛𝑛 d𝑦𝑦
d𝑥𝑥
，𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦𝑛𝑛

1−𝑛𝑛
𝑢𝑢′，代入可得： 

𝑢𝑢′ + (1 − 𝑛𝑛)𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑢𝑢 = (1 − 𝑛𝑛)𝑞𝑞(𝑥𝑥) 

求解微分方程𝑦𝑦′ + 1
𝑥𝑥
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦2

𝑥𝑥2
，得到满足𝑦𝑦|𝑥𝑥=1 = 1的特解 

该方程符合伯努利方程特征，故设𝑢𝑢 = 𝑦𝑦−1，于是𝑢𝑢′ = −𝑦𝑦−2 ⋅ 𝑦𝑦′, 𝑦𝑦′ = −𝑦𝑦2 ⋅ 𝑢𝑢′ = −𝑢𝑢′

𝑢𝑢2
 

−𝑢𝑢′

𝑢𝑢2
+

1
𝑢𝑢𝑢𝑢

=
1

𝑢𝑢2𝑥𝑥2
 

𝑢𝑢′ −
1
𝑥𝑥
𝑢𝑢 = −

1
𝑥𝑥2

 



𝑢𝑢 = e∫
1
𝑥𝑥d𝑥𝑥
 

 �� e∫ −
1
𝑥𝑥d𝑥𝑥

 
 ⋅ −

1
𝑥𝑥2

d𝑥𝑥
 

 
+ 𝐶𝐶� 

𝑢𝑢 = 𝑥𝑥 �
1

2𝑥𝑥2
+ 𝐶𝐶� =

1
2𝑥𝑥

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶 

𝑦𝑦 =
2𝑥𝑥

1 + 2𝐶𝐶𝑥𝑥2
 

根据定解条件，可知 1 = 2
1+2𝐶𝐶

，因而𝐶𝐶 = 1
2
，所以特解为𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥

1+𝑥𝑥2
 

 
变量替换法一：方程中除了d𝑥𝑥, d𝑦𝑦，所有其他的变量都可以化为“

𝑦𝑦
𝑥𝑥
”的形式 

求解微分方程：(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)d𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥d𝑦𝑦 = 0. 

解：左右除以𝑥𝑥2，将等式中的每一项化为关于�𝑦𝑦
𝑥𝑥
�的表达式 

�1 + �
𝑦𝑦
𝑥𝑥
�
2
�d𝑥𝑥 −

𝑦𝑦
𝑥𝑥

d𝑦𝑦 = 0 

将𝑦𝑦 = 𝑢𝑢𝑢𝑢, d𝑦𝑦 = 𝑢𝑢d𝑥𝑥 + 𝑥𝑥d𝑢𝑢代入方程中，再分离变量求解： 
(1 + 𝑢𝑢2)d𝑥𝑥 − 𝑢𝑢(𝑢𝑢d𝑥𝑥 + 𝑥𝑥d𝑢𝑢) = 0 

d𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢d𝑢𝑢 = 0 
d𝑥𝑥
𝑥𝑥

= 𝑢𝑢d𝑢𝑢 

𝑢𝑢2

2
= ln|𝑥𝑥| + 𝐶𝐶 

1
2
�
𝑦𝑦
𝑥𝑥
�
2

= ln|𝑥𝑥| + 𝐶𝐶 

 

解微分方程 𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦
𝑥𝑥

+ tan 𝑦𝑦
𝑥𝑥
. 

答案：令𝑢𝑢 = 𝑦𝑦
𝑥𝑥
,则d𝑦𝑦 = 𝑢𝑢d𝑥𝑥 + 𝑥𝑥d𝑢𝑢,代入原方程得

𝑢𝑢d𝑥𝑥+𝑥𝑥d𝑢𝑢
d𝑥𝑥

= 𝑢𝑢 + tan𝑢𝑢 

分离变量
cos𝑢𝑢
sin𝑢𝑢

d𝑢𝑢 = d𝑥𝑥
𝑥𝑥

 

两边积分得ln|sin𝑢𝑢| = ln|𝑥𝑥| + ln|𝐶𝐶|，即sin𝑢𝑢 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 
故原方程的通解为sin 𝑦𝑦

𝑥𝑥
= 𝐶𝐶𝐶𝐶 

 
变量替换法二：将(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)替换为𝑢𝑢 

解微分方程 d𝑦𝑦 = (3𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 1)2d𝑥𝑥 

令𝑢𝑢 = 3𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 1，则有d𝑢𝑢 = 3d𝑥𝑥 + 2d𝑦𝑦，d𝑦𝑦 = d𝑢𝑢−3d𝑥𝑥
2

代入： 
d𝑢𝑢 − 3d𝑥𝑥

2
= 𝑢𝑢2d𝑥𝑥 

d𝑢𝑢
2𝑢𝑢2 + 3

= d𝑥𝑥 

左右求不定积分可得：
√6
6

arctan �√6
3
𝑢𝑢� = 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶 

√6
6

arctan �
√6
3

(3𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 1)� = 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶 



 
一阶微分方程方法总结： 

方程名称 方程特征 求解方法 

一阶线性齐次微分方程 𝑦𝑦′ = 𝑝𝑝(𝑥𝑥) ⋅ 𝑦𝑦 𝑦𝑦 = 𝐶𝐶e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 

一阶线性非齐次微分方程 𝑦𝑦′ + 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 𝑞𝑞(𝑥𝑥) 𝑦𝑦 = e−∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 
 �� e∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)d𝑥𝑥 

 ⋅ 𝑞𝑞(𝑥𝑥)d𝑥𝑥
 

 
+ 𝐶𝐶� 

伯努利方程 𝑦𝑦′ + 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 𝑞𝑞(𝑥𝑥)𝑦𝑦𝑛𝑛 𝑢𝑢 = 𝑦𝑦1−𝑛𝑛,𝑦𝑦′ =
𝑦𝑦𝑛𝑛

1 − 𝑛𝑛
𝑢𝑢′ 

变量代换一：𝒖𝒖 = 𝒚𝒚
𝒙𝒙
 d𝑦𝑦

d𝑥𝑥
= 𝑓𝑓(

𝑦𝑦
𝑥𝑥

) 𝑦𝑦 = 𝑢𝑢𝑢𝑢, d𝑦𝑦 = 𝑢𝑢d𝑥𝑥 + 𝑥𝑥d𝑢𝑢 

变量代换二：𝒖𝒖 = 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄 d𝑦𝑦
d𝑥𝑥

= 𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 𝑢𝑢 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐, d𝑦𝑦 =
d𝑢𝑢 − 𝑎𝑎d𝑥𝑥

𝑏𝑏
 

 
 
 
9.3 二阶微分方程 

首要考虑的思路是，能否将二阶方程通过变量代换的方法，将其转化为一阶方程。可降阶的二阶微分

方程有如下两类（考研内容中仅数学一、数学二要求掌握这部分）： 

（1）方程中没有𝑦𝑦，表达式为𝑦𝑦″ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦′)，则设𝑦𝑦′ = 𝑝𝑝，𝑦𝑦″ = d𝑝𝑝
d𝑥𝑥

 

（2）方程中没有𝑥𝑥，表达式为𝑦𝑦″ = 𝑓𝑓(𝑦𝑦,𝑦𝑦′)，则设𝑦𝑦′ = 𝑝𝑝，𝑦𝑦″ = 𝑝𝑝 d𝑝𝑝
d𝑦𝑦

 

求解微分方程：(1 + 𝑥𝑥2)𝑦𝑦″ = 2𝑥𝑥𝑥𝑥′ 

由于方程中没有𝑦𝑦，表达式为𝑦𝑦″ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦′)，则设𝑦𝑦″ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦′)，𝑦𝑦″ = d𝑝𝑝
d𝑥𝑥
，代入方程中得： 

(1 + 𝑥𝑥2)
d𝑝𝑝
d𝑥𝑥

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥 

通过分离变量方法求解： 
d𝑝𝑝
𝑝𝑝

=
2𝑥𝑥

1 + 𝑥𝑥2
d𝑥𝑥, ln|𝑝𝑝| = ln(1 + 𝑥𝑥2) + 𝐶𝐶 

|𝑝𝑝| = (1 + 𝑥𝑥2) ⋅ e𝐶𝐶 , 𝑝𝑝 = 𝐶𝐶1(1 + 𝑥𝑥2) 

将𝑝𝑝 = 𝑦𝑦′ = d𝑦𝑦
d𝑥𝑥
代入得： 

d𝑦𝑦
d𝑥𝑥

= 𝐶𝐶1(1 + 𝑥𝑥2) 

分离变量求解： 

d𝑦𝑦 = 𝐶𝐶1(1 + 𝑥𝑥2)d𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 𝐶𝐶1 �𝑥𝑥 +
𝑥𝑥3

3
� + 𝐶𝐶2 

求解微分方程：2𝑦𝑦 ⋅ 𝑦𝑦″ + (𝑦𝑦′)2 = 0(𝑦𝑦 > 0) 

由于方程中没有𝑥𝑥，表达式为𝑦𝑦″ = 𝑓𝑓(𝑦𝑦,𝑦𝑦′)，则设𝑦𝑦′ = 𝑝𝑝，𝑦𝑦″ = 𝑝𝑝 d𝑝𝑝
d𝑦𝑦
，代入方程得： 

2𝑦𝑦 ⋅ 𝑝𝑝
d𝑝𝑝
d𝑦𝑦

+ 𝑝𝑝2 = 0 

此时为关于𝑝𝑝、𝑦𝑦的一阶微分方程，通过分离变量方法求解： 
d𝑝𝑝
𝑝𝑝

= −
d𝑦𝑦
2𝑦𝑦

, ln|𝑝𝑝| = −
1
2

ln𝑦𝑦 + 𝐶𝐶 = ln
1
�𝑦𝑦

+ 𝐶𝐶 



|𝑝𝑝| =
1
�𝑦𝑦

⋅ e𝐶𝐶，𝑝𝑝 = ±
1
�𝑦𝑦

⋅ e𝐶𝐶 = 𝐶𝐶1
1
�𝑦𝑦

 

又因为𝑝𝑝 = 𝑦𝑦′ = d𝑦𝑦
d𝑥𝑥
，代入得：

d𝑦𝑦
d𝑥𝑥

= 𝐶𝐶1
1

√𝑦𝑦
，分离变量求解： 

�𝑦𝑦d𝑦𝑦 = 𝐶𝐶1d𝑥𝑥 
2
3
𝑦𝑦
3
2 = 𝐶𝐶1𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2 

𝑦𝑦 = �
3
2
𝐶𝐶1𝑥𝑥 +

3
2
𝐶𝐶2�

2
3
 

 
二阶常系数线性齐次微分方程：形式为 𝑦𝑦″ + 𝑝𝑝𝑝𝑝′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0，𝑝𝑝、𝑞𝑞皆为常数。 
求解时，需要求解一个特征方程：𝑟𝑟2 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 = 0 

特征方程𝑟𝑟2 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 = 0根的存在情况 微分方程𝑦𝑦″ + 𝑝𝑝𝑝𝑝′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0的解 

有两个不相等的实根𝑟𝑟1、𝑟𝑟2 𝑦𝑦 = 𝐶𝐶1e𝑟𝑟1𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2e𝑟𝑟2𝑥𝑥 
两个相等的实根𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟2 𝑦𝑦 = (𝐶𝐶1 + 𝐶𝐶2𝑥𝑥)e𝑟𝑟1𝑥𝑥 

两个复数根𝑟𝑟1 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏，𝑟𝑟2 = 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑦𝑦 = e𝑎𝑎𝑎𝑎(𝐶𝐶1cos𝛽𝛽𝛽𝛽 + 𝐶𝐶2sin𝛽𝛽𝛽𝛽) 
 

求解微分方程：𝑦𝑦″ − 4𝑦𝑦′ + 4𝑦𝑦 = 0 

该方程中同样没有𝑥𝑥，也可以通过设𝑦𝑦′ = 𝑝𝑝，𝑦𝑦″ = 𝑝𝑝 d𝑝𝑝
d𝑦𝑦
的流程实现降阶为一阶微分方程求解。 

但是我们观察方程属于𝑦𝑦″ + 𝑝𝑝𝑝𝑝′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0的形式，可以使用特征方程求解： 
特征方程：𝑟𝑟2 − 4𝑟𝑟 + 4 = 0，𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟2 = 2 
于是微分方程的解为：𝑦𝑦 = (𝐶𝐶1 + 𝐶𝐶2𝑥𝑥)e𝑟𝑟1𝑥𝑥 = (𝐶𝐶1 + 𝐶𝐶2𝑥𝑥)e2𝑥𝑥 

求解微分方程：𝑦𝑦″ − 2𝑦𝑦′ + 5𝑦𝑦 = 0 
特征方程：𝑟𝑟2 − 2𝑟𝑟 + 5 = 0，𝑟𝑟1 = 1 + 2𝑖𝑖，𝑟𝑟2 = 1 − 2𝑖𝑖 
于是微分方程的解为：𝑦𝑦 = e𝑥𝑥(𝐶𝐶1cos2𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2sin2𝑥𝑥) 

 
对于常系数线性齐次方程，这里的“线性”和“齐次”都是针对𝑦𝑦而言的，做一下深入的了解： 

 线性，是指方程中的𝑦𝑦,𝑦𝑦′,𝑦𝑦′′这些都是以 1 次的形式出现的，没有𝑦𝑦2, sin(𝑦𝑦) ,�𝑦𝑦′这种非线性项； 
 齐次，是指方程中每一项（“0”除外）都是关于𝑦𝑦的“1 次”，比如𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑦𝑦 + 𝑏𝑏(𝑥𝑥)𝑦𝑦′ + 𝑐𝑐(𝑥𝑥)𝑦𝑦′′ = 0； 
 常系数，指𝑦𝑦,𝑦𝑦′,𝑦𝑦′′前面的系数项中仅为常数，而不是𝑥𝑥的表达式。 

判断下面的微分方程的阶数、是否为线性，如果是线性方程，判断是否齐次 
(1) 𝑦𝑦′ + (sin𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 0 （一阶线性齐次方程） 
(2) 𝑦𝑦′′ + ln 𝑦𝑦 = 0 （二阶非线性方程） 
(3) (𝑦𝑦′)2 + 𝑦𝑦2 = 0 （一阶非线性方程） 
(4) 𝑦𝑦′ + 2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 = 0 （一阶线性非齐次方程） 

 
对于线性齐次方程，如果𝒚𝒚 = 𝒚𝒚𝟏𝟏和𝒚𝒚 = 𝒚𝒚𝟐𝟐分别是方程的解，则： 
（1）𝒚𝒚 = (𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝒚𝒚𝟐𝟐)也是方程的解； 
（2）𝒚𝒚 = 𝑪𝑪𝒚𝒚𝟏𝟏也是方程的解，其中𝑪𝑪为常数； 



（3）𝒚𝒚 = (𝒂𝒂𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝒃𝒃𝒚𝒚𝟐𝟐) 也是方程的解。 
 
以𝑦𝑦″ − 2𝑦𝑦′ + 5𝑦𝑦 = 0为例，其通解为𝑦𝑦 = e𝑥𝑥(𝐶𝐶1cos2𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2sin2𝑥𝑥) 
验证 1：根据通解公式，可知𝑦𝑦1 = e𝑥𝑥(2cos2𝑥𝑥 + 3sin2𝑥𝑥)和𝑦𝑦2 = e𝑥𝑥(5cos2𝑥𝑥 + 6sin2𝑥𝑥)都是该方程的解 
而𝑦𝑦3 = (𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2) = e𝑥𝑥(7cos2𝑥𝑥 + 9sin2𝑥𝑥)也符合通解的格式，也是该方程的解。同理也可验证后两条。 
 
验证 2：已知𝑦𝑦 = 𝑦𝑦1和𝑦𝑦 = 𝑦𝑦2是方程的解，所以有： 

𝑦𝑦1″ − 2𝑦𝑦1′ + 5𝑦𝑦1 = 0 
𝑦𝑦2″ − 2𝑦𝑦2′ + 5𝑦𝑦2 = 0 

将𝑦𝑦 = (𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)代入方程， 
(𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)″ − 2(𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)′ + 5(𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2) = (𝑦𝑦1″ − 2𝑦𝑦1′ + 5𝑦𝑦1) + (𝑦𝑦2″ − 2𝑦𝑦2′ + 5𝑦𝑦2) = 0 

所以(𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)也是该齐次方程的解。 
 
“消消乐”的原理： 
 

 
 
想想看，如果不是线性齐次方程，是否还具有这样的特点呢？答案是否定的。 
比如非线性方程 (𝑦𝑦′)2 + 𝑦𝑦2 = 0，假设𝑦𝑦 = 𝑦𝑦1和𝑦𝑦 = 𝑦𝑦2是方程的解，而𝑦𝑦 = (𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)不是原方程的解： 

(𝑦𝑦1′ + 𝑦𝑦2′)2 + (𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)2 = (𝑦𝑦1′)2 + 𝑦𝑦12 + (𝑦𝑦2′)2 + 𝑦𝑦22 + 2𝑦𝑦1′𝑦𝑦2′ + 2𝑦𝑦1𝑦𝑦2 = 2𝑦𝑦1′𝑦𝑦2′ + 2𝑦𝑦1𝑦𝑦2 ≠ 0 
如果是非齐次方程 𝑦𝑦′ + 2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 = 0，假设𝑦𝑦 = 𝑦𝑦1和𝑦𝑦 = 𝑦𝑦2是方程的解，而𝑦𝑦 = (𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)不是原方程

的解： 
𝑦𝑦1′ + 𝑦𝑦2′ + 2𝑥𝑥(𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2) + 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦1′ + 2𝑥𝑥𝑦𝑦1 + 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2′ + 2𝑥𝑥𝑦𝑦2 + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 = −𝑥𝑥 ≠ 0 

 
二阶线性非齐次微分方程：形式为 𝑦𝑦″ + 𝑝𝑝𝑦𝑦′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙)，𝑝𝑝、𝑞𝑞皆为常数 
其通解分为两部分：齐次方程的通解+非齐次方程的特解 
设𝑦𝑦 = 𝑦𝑦1是方程𝑦𝑦″ + 𝑝𝑝𝑦𝑦′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝟎𝟎的解； 
设𝑦𝑦 = 𝑦𝑦2是方程𝑦𝑦″ + 𝑝𝑝𝑦𝑦′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙)的解； 
那么𝑦𝑦 = (𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)是上述哪个方程的解呢？显然是第二个方程的解。 
 



 
对于线性齐次方程的解与线性非齐次方程的解，可以推理下列关系： 

齐次解 +  非齐次解 =  非齐次解 

非齐次解 −  非齐次解 =  齐次解 

𝑎𝑎 × 非齐次解 + (1 − 𝑎𝑎)  × 非齐次解 = 非齐次解 
 
关于二阶线性非齐次方程𝑦𝑦″ + 𝑝𝑝𝑦𝑦′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙)的特解，需要分两种情况来讨论： 
（1）𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥)e𝛼𝛼𝛼𝛼，特解形式为𝑦𝑦∗ = 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑄𝑄𝑛𝑛(𝑥𝑥)e𝛼𝛼𝛼𝛼，其中 
 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥)为𝑥𝑥的𝑛𝑛阶多项式（𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 + ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛，常数项就当作 0 阶多项式），𝑄𝑄𝑛𝑛(𝑥𝑥)也是一样； 
 𝑘𝑘的取值情况：如果𝛼𝛼不是特征根，𝑘𝑘 = 0；如果𝛼𝛼是单特征根，𝑘𝑘 = 1；如果𝛼𝛼是双特征根，𝑘𝑘 = 2. 
 
（2）𝒇𝒇(𝒙𝒙) = [𝑃𝑃𝑚𝑚(𝑥𝑥) cos𝛽𝛽𝛽𝛽 + 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥) sin𝛽𝛽𝛽𝛽]e𝛼𝛼𝛼𝛼，特解形式为𝑦𝑦∗ = 𝑥𝑥𝑘𝑘[𝑄𝑄𝑙𝑙1(𝑥𝑥) cos𝛽𝛽𝛽𝛽 + 𝑄𝑄𝑙𝑙2(𝑥𝑥) sin𝛽𝛽𝛽𝛽]e𝛼𝛼𝛼𝛼 
 𝑃𝑃𝑚𝑚(𝑥𝑥),𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥)分别为𝑥𝑥的𝑚𝑚,𝑛𝑛阶多项式，设𝑙𝑙 = max{𝑚𝑚,𝑛𝑛}，𝑄𝑄𝑙𝑙1(𝑥𝑥),𝑄𝑄𝑙𝑙2(𝑥𝑥)均为𝑥𝑥的𝑙𝑙阶多项式； 
 𝑘𝑘的取值情况：如果𝛼𝛼 ± 𝛽𝛽𝛽𝛽不是特征根，𝑘𝑘 = 0；如果𝛼𝛼 ± 𝛽𝛽𝛽𝛽是特征根，𝑘𝑘 = 1. 
 

求微分方程𝑦𝑦′′ − 4𝑦𝑦 = e2𝑥𝑥的通解 
首先求对应的齐次方程𝑦𝑦′′ − 4𝑦𝑦 = 0的解，对应的特征方程为𝑟𝑟2 − 4 = 0，𝑟𝑟1 = 2, 𝑟𝑟2 = −2，于是齐次方

程通解为： 
𝑌𝑌 = 𝐶𝐶1e2𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2e−2𝑥𝑥 

接下来求特解，根据𝑓𝑓(𝑥𝑥) = e2𝑥𝑥 = (1) ⋅ e2𝑥𝑥，特构造特解为： 
𝑦𝑦∗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴e2𝑥𝑥 

代回方程可得： 
(𝐴𝐴𝐴𝐴e2𝑥𝑥)′′ − 4(𝐴𝐴𝐴𝐴e2𝑥𝑥) = e2𝑥𝑥 

𝐴𝐴e2𝑥𝑥(4𝑥𝑥 + 4 − 4𝑥𝑥) = e2𝑥𝑥,𝐴𝐴 =
1
4

 

所以特解为 

𝑦𝑦∗ =
1
4
𝑥𝑥e2𝑥𝑥 

方程的通解为： 

𝑦𝑦 = 𝑌𝑌 + 𝑦𝑦∗ = 𝐶𝐶1e2𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2e−2𝑥𝑥 +
1
4
𝑥𝑥e2𝑥𝑥 

 

求微分方程𝑦𝑦′′ + 𝑦𝑦 = sin 𝑥𝑥的通解 



首先求对应的齐次方程𝑦𝑦′′ + 𝑦𝑦 = 0的解，对应的特征方程为𝑟𝑟2 + 1 = 0，𝑟𝑟1,2 = ±𝑖𝑖，于是齐次方程通解

为： 
𝑌𝑌 = 𝐶𝐶1 cos 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2 sin 𝑥𝑥 

接下来求特解，根据𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin 𝑥𝑥 = e0⋅𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥，特构造特解为： 
𝑦𝑦∗ = 𝑥𝑥(𝐴𝐴 sin 𝑥𝑥 + 𝐵𝐵 cos 𝑥𝑥) 

代回方程可得： 
[𝑥𝑥(𝐴𝐴 sin 𝑥𝑥 + 𝐵𝐵 cos 𝑥𝑥)]′′ + 𝑥𝑥(𝐴𝐴 sin 𝑥𝑥 + 𝐵𝐵 cos 𝑥𝑥) = sin 𝑥𝑥 

−2𝐵𝐵 sin 𝑥𝑥 + 2𝐴𝐴 cos 𝑥𝑥 = sin 𝑥𝑥 

𝐴𝐴 = 0,𝐵𝐵 = −
1
2

 

所以特解为 

𝑦𝑦∗ = −
1
2
𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 

方程的通解为： 

𝑦𝑦 = 𝑌𝑌 + 𝑦𝑦∗ = 𝐶𝐶1 cos 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2 sin 𝑥𝑥 −
1
2
𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 

9.4 实际问题求解 

（1）水温冷却： 

-20 20 40 60 80 100 120 140 160

20

40

60

80

 
假设室温为 25℃，一杯水在𝑡𝑡 = 0时温度𝑇𝑇 = 70°C，建立方程：

d𝑇𝑇
d𝑡𝑡

= −𝑘𝑘(𝑇𝑇 − 25) 

令𝑘𝑘 = 0.01，求解微分方程即可得水温随时间变化的函数关系： 
𝑇𝑇 = 25 + 𝐶𝐶e−0.01𝑡𝑡 

根据𝑡𝑡 = 0时𝑇𝑇 = 70，可确定𝐶𝐶 = 45，所以𝑇𝑇 = 25 + 45e−0.01𝑡𝑡 
 
（2）阻尼运动： 

 
物体在空中下落时，主要受到重力和空气阻力的作用，重力大小为𝑚𝑚𝑚𝑚，假设空气阻力大小与速度成



正比例𝑓𝑓阻 = −𝑘𝑘𝑘𝑘，则可以写出下列微分方程： 

d2𝑥𝑥
d𝑡𝑡2

= 𝑔𝑔 −
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑣𝑣 = 𝑔𝑔 −

𝑘𝑘
𝑚𝑚

d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

 

也可通过降阶的方式，记𝑣𝑣 = d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

, 𝑣𝑣′ = d2𝑥𝑥
d𝑡𝑡2

，即： 

𝑣𝑣′ +
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑣𝑣 = 𝑔𝑔 

分离变量法求得： 

𝑣𝑣 =
𝑚𝑚
𝑘𝑘

(𝑔𝑔 − 𝐶𝐶e−
𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘 ) 

根据𝑡𝑡 = 0时𝑣𝑣 = 0，确定参数𝐶𝐶 = 𝑔𝑔，所以： 

𝑣𝑣 =
𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘

(1 − e−
𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚) 

 
该结果可推演出一些规律： 
① 如果𝑘𝑘 → 0，则𝑣𝑣 → 𝑔𝑔𝑔𝑔，当空气阻力无限减小，则简化为自由落体； 
② 如果𝑡𝑡 → +∞，则𝑣𝑣 → 𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑘𝑘
，存在空气阻力时有极限速度。 

 
还可以继续求原函数，得到下落高度随时间的变化规律 

𝑥𝑥 =
𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘

(𝑡𝑡 +
𝑚𝑚
𝑘𝑘

e−
𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚 + 𝐶𝐶) 

根据𝑡𝑡 = 0时𝑥𝑥 = 0，确定参数𝐶𝐶 = −𝑚𝑚
𝑘𝑘
，即 

𝑥𝑥 =
𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘

(𝑡𝑡 +
𝑚𝑚
𝑘𝑘

e−
𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚 −

𝑚𝑚
𝑘𝑘

) 

 
（3）弹簧的简谐运动： 

 
一个质量为𝑚𝑚的物块在弹簧一端，弹簧另一端固定在壁面上，弹簧质量不计，不考虑摩擦力，弹性系

数为𝑘𝑘，以平衡位置为原点，物体的位移𝑥𝑥随时间的方程可以写为下列微分方程： 
d2𝑥𝑥
d𝑡𝑡2

= −
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑥𝑥 

利用二阶线性齐次微分方程的格式求解： 

𝑥𝑥′′ +
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑥𝑥 = 0, 𝑟𝑟2 +

𝑘𝑘
𝑚𝑚

= 0, 𝑟𝑟1,2 = ±�
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑖𝑖 



𝑥𝑥 = e0𝑡𝑡 �𝐶𝐶1 cos�
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2 sin�

𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡� = 𝐶𝐶1 cos�

𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2 sin�

𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡 = 𝐴𝐴 cos(�

𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝑡𝑡 + 𝜃𝜃) 

由此可以看出，物块是呈现一个正弦或余弦形式的往复周期运动；并且，当弹簧的弹性系数𝑘𝑘以及物

块质量𝑚𝑚确定时，往复运动的频率、周期已经确定。𝐴𝐴则为振幅，𝜃𝜃为相位，需要根据具体情形进行判

断： 
（1）𝑘𝑘 = 4,𝑚𝑚 = 1，将物块移动至距离平衡位置 2m 处，由静止状态开始运动： 

𝑥𝑥 = 𝐴𝐴 cos(�
4
1
𝑡𝑡 + 𝜃𝜃) = 𝐴𝐴 cos(2𝑡𝑡 + 𝜃𝜃) 

𝑣𝑣 =
d𝑥𝑥
d𝑡𝑡

= −2𝐴𝐴 sin(2𝑡𝑡 + 𝜃𝜃) 

根据初始条件，可知𝑡𝑡 = 0时，𝑥𝑥 = 2, 𝑣𝑣 = 0 
𝐴𝐴 cos(𝜃𝜃) = 2 
−2𝐴𝐴 sin(𝜃𝜃) = 0 

可得𝐴𝐴 = 2,𝜃𝜃 = 0 
𝑥𝑥 = 2 cos(2𝑡𝑡) 

 
（2）𝑘𝑘 = 18,𝑚𝑚 = 2，物块从平衡位置出发，初始速度为 4m/s： 

𝑥𝑥 = 𝐴𝐴 cos(3𝑡𝑡 + 𝜃𝜃) 
𝑣𝑣 = −3𝐴𝐴 sin(3𝑡𝑡 + 𝜃𝜃) 

根据初始条件，可知𝑡𝑡 = 0时，𝑥𝑥 = 0, 𝑣𝑣 = 4 
𝐴𝐴 cos(𝜃𝜃) = 0 
−3𝐴𝐴 sin(𝜃𝜃) = 4 

可得𝐴𝐴 = −4
3

,𝜃𝜃 = 𝜋𝜋
2
 

𝑥𝑥 = −
4
3

cos �3𝑡𝑡 +
𝜋𝜋
2
� =

4
3

sin(3𝑡𝑡) 
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